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0. Formalnos$ci

e Marcin Stawiski,

e e-mail: stawiski@agh.edu.pl,

e konsultacje: pokoj 6.17 w C7 po wezesniejszym umowieniu sie mailowo. Termin
10:00 w $rody lub 17:30 w czwartki.

0.1. Zasady zaliczenia egzaminu

egzamin ustny,

na egzamin obowiazuje teoria z wyktadow oraz ze skryptu,

warunkiem uczestnictwa w egzaminie jest pozytywna ocena z ¢wiczen,

ocena koncowa to zaokraglone % oceny z ¢wiczen plus % oceny z egzaminu, jesli
ta ostatnia jest pozytywna,

e obecno$¢ na wykladzie nie jest obowiazkowa, ale biezaca wiedza z wyktadu JEST

obowiazkowa na ¢wiczeniach,

e przedmiot jest trudny i bedzie wymagajacy na egzaminie. Studenci musza znaé
tres¢ wyktadu ZE ZROZUMIENIEM, co jest istotne. Jesli student bedzie znat
tre$¢ wyktadu bez zrozumienia, to nadal moze nie zdaé¢ egzaminu.

e Studenci na biezaco powinni wyjasnia¢ wszelkie watpliwosci i zadawaé pyta-
nia. W razie probleméw ze zrozumieniem materiatu lub w razie innych pytan
zapraszam na konsultacje, o ktorych wspomniatem wczesnie;j.

e Nalezy $mia¢ sie z zartéw prowadzacego!

0.2. Cwiczenia

e kolokwium na 60 punktow oraz projekt na 40 punktow,
e ocene moze podnies¢ takze aktywnosé podczas é¢wiczen i WYKELADOW,
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0.3. Bibliografia )

e zamiast kolokwium zaliczeniowego proponuje drugi projekt.

0.3. Bibliografia

1. J. E. Hopcroft, R. Motwani, J. D. Ullman, Wprowadzenie do teorii automatow,
jezykow 1 obliczen, PWN, 2020.
. G. S. Boolos, J. P. Burgess, R. C. Jeffrey, Computability and Logic, Cambridge
University Press, 2007.
3. M. R. Garey, D. S. Johnson, Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-Completeness, W. H. Freeman, 1979.
. A. Blaszczyk, S. Turek, Teoria Mnogosci, PWN, 2015.
. A. Piekosz, Wstep do teoriic modeli, Wydawnictwo Politechniki Krakowskiej,
2008.
Program wyktadu bedzie istotnie rézny niz w poprzednich latach, wiec notatki
z poprzednich lat nie sa ani konieczne, ani wystarczajace. W zamian mamy pewna
swobode w doborze materiatu i mozemy pewne fragmenty skroci¢, wydtuzyé, do-
tozy¢ badz usuna¢ w zaleznosci od tego, jak bedzie przebiegato tempo wyktadu.
Wazniejsze jest dla mnie to, aby studenci zrozumieli tre$¢ wyktadu, a nie zebysSmy
przerobili jak najwiecej materiatu. Wyktad wraz ze skryptem sa samowystarczalne,
to znaczy, ze podana literatura nie jest obowigzkowa, ale moze utatwi¢ zrozumienie
pewnych pojec¢ i uzupelnicé wiedze.
Zycze mitej lektury!
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1. Wprowadzenie

Jakie, Panstwa zdaniem, dzialy matematyki zawieraja sie w podstawach ma-
tematyki?

( .
analizamatematyesaa,
L 1

3 + +
I AVEL WS N EEPSARSINNE ll)/l PSS

)

logika matematyczna,
Podstawy matematyki (foundations): < teoria mnogosci,
teoria modeli,

teoria dowodu,

\zloZonoéé obliczeniowa i obliczalnoscé.

Bedziemy zajmowac sie ztozonoscia obliczeniowa jako podstawami informatyki,
ale tez zlozonoscia obliczeniowa jako czescia (podstaw) matematyki. Informatyka
teoretyczna jest w istocie dzialem matematyki mocno zwiazana z logika matema-
tyczna. Granica miedzy tym, co nalezy do informatyki, a co do matematyki czesto
jest umowna, ,sztuczna” i ptynna. Wtasciwie wszystkie nazwiska, ktore beda sie
przewija¢ w trakcie wykltadu czy éwiczen, to logicy matematyczni.

Jako ze ten przedmiot zajmuje sie teoretycznymi podstawy informatyki, to
zaczynamy w tej kwestii od zera i nie ma zadnych wymagan wstepnych odnosnie
informatyki, chociaz pewna intuicja zwigzana z programowaniem czy algorytmami
moze by¢ pomocna. Wynika to z tego, ze do wielu zagadnien mozna podejs¢ z
punktu widzenia logiki matematycznej lub z punktu widzenia bardziej informa-
tycznego.

Jesli chodzi o matematyke, to niezbedna bedzie podstawowa wiedza ze wstepu
do logiki i teorii mnogosci oraz teorii grafow. Wiekszo$¢ tego, co potrzebne bedzie
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w kwestii logiki i teorii mnogosci, zostanie jednak przedstawione na wyktadzie i
¢wiczeniach.

Na jakie pytania odpowiemy na wykladzie?

. Czy dla wszystkich problemoéw decyzyjnych (tj. takich, dla ktérych odpowiedz

to ,tak” lub ,nie”) istnieje algorytm pozwalajacy odpowiedzie¢ na to pytanie?
Co to znaczy, ze problem jest obliczalny?

Co to znaczy, ze problem jest wielomianowy?

Co oznacza ,,P vs. NP”? Jeden z probleméw milenijnych. Czy styszeli Paristwo
o tym problemie? Co oznaczaja P i NP?

Czy zbior aksjomatéw matematyki (teorii mnogosci) jest niesprzeczny lub zu-
pelny?(twierdzenia Godla)

Co oznacza, ze zdanie jest niezalezne od aksjomatow? (hipoteza continuum,
aksjomat wyboru)

Z czego bedzie skladal sie wyklad? Trzy czesci: podstawy matema-

tyki, obliczalno$¢ i zlozono$é obliczeniowa.

1.
2.

w

Podstawy matematyki.
Ro6zne modele obliczeniowe (maszyny Turinga i jej modyfikacje, funkcje rekuren-
cyjne), formalizacja pojecia obliczalnosci, rownowaznos¢ omawianych modeli.

. Problemy nieobliczalne w informatyce.
. Wplyw nieobliczalno$ci na matematyke. Niedowodliwos¢ w teoriach matema-

tycznych. (Elementy logiki oraz teorii dowodu.)

. wWiasciwa” ztozonosé obliczeniowa - (heurystycznie) ilos¢ zasobow (czasu, pa-
mieci, operacji, ...) potrzebnych do rozwiazania problemu obliczalnego. Klasy
PiNP.

. Problemy NP-zupelne.
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2. Logika pierwszego rzedu

Naszym pierwszym celem w tej czesci wykladu bedzie ,sformalizowanie ma-
tematyki”. W celu nadania matematycznym sformutowaniom doktadne, formalne
i jednoznaczne znaczenie potrzebny nam bedzie pewnego rodzaju jezyk. Jezyk
polski, czy jakikolwiek inny ,naturalny” jezyk, w zwyktej formie nie nadaje si¢
do tego, poniewaz zdania w naturalnym jezyku nie musza by¢ ani doktadne, ani
formalne i przede wszystkim bardzo czesto bywaja niejednoznaczne. Dodatkowym
problemem w uzywaniu naturalnego jezyka do opisu matematyki jest problem z
ttumaczeniem, ktory poglebia wymienione wcze$niej problemy.

W kolejnym rozdziale opiszemy system zwany logika pierwszego rzedu lub ra-
chunkiem predykatow. Podamy sposoby konstrukcji sformutowan matematycznych
w logice pierwszego rzedu, czyli pewnych zdan lub ogélniej formut logicznych. W
logice istotne jest rozroznienie miedzy sktadnia danego jezyka, a jego znaczeniem
w danym kontekscie. Dla przyktadu wprowadzamy rozréznienie pomiedzy zdaniem
SV Yy x+y=1y", ajego znaczeniem czy tez prawdziwoscia. Doktadne znaczenie
uzyska on dopiero wtedy, gdy przypiszemy symbolowi ,,+” dokladne znaczenie oraz
uzgodnimy po jakim zbiorze przebiegajg kwantyfikatory. Zawsze bedziemy jednak
zaktadac, ze kwantyfikatory przebiegaja po niepustym zbiorze.

Najpierw zajmiemy sie sktadnia logiki pierwszego rzedu.

2.1. Jezyki pierwszego rzedu

Jezykiem (pierwszego rzedu) L bedziemy nazywaé (niekoniecznie skoriczony)
zbiér symboli postaci Funy UConstpURely, gdzie Funy, Consty i Rely, sa parami
roztacznymi zbiorami, wraz z okreslong na Funy U Consty U Rely, funkcja arnosci
zwang tez sygnatura lub typem ¢ = op. Elementy Fun; nazywamy symbolami

9



2.2. Logika pierwszego rzedu 10

funkcyjnymi, elementy Const; nazywamy symbolami statych, a elementy Rely
nazywamy symbolami relacyjnymi. Sygnatura dziala w sposéb nastepujacy:

1. Kazdemu symbolowi F' z Funj, przypisuje liczbe o(F) € N.

2. Kazdemu symbolowi C' z C'onsty, przypisuje liczbe 0.

3. Kazdemu symbolowi R z Rel; przypisuje liczbe o(R) € N.

W praktyce bedziemy domyslaé¢ sie argumentowosci odpowiednich symboli, be-
dziemy pomija¢ sygnature i po prostu utozsamiaé jezyk L ze zbiorem Funp U
Constr U Consty,.

Elementy jezyka L mozemy interpretowac jako pewne symbole, ktérym nastep-
nie przypiszemy jakie$ znaczenie. W szczeg6lnosci symbole funkeyjne nie sa funk-
cjami, a jedynie ich oznaczeniami. Wartos¢ funkcji arnosci dla symbolu funkcyjnego
informuje nas, ile argumentéw bedzie miata funkcja, ktorej dopiero przypiszemy
jakie$ znaczenie. Analogiczna sytuacja dotyczy relacji i symboli relacyjnych. State
mozemy tez interpretowac jako funkcje state, a funkcje jako relacje, ale w praktyce
wygodniej jest rozdzieli¢ funkcje od pozostatych relacji i statych.

2.2. Logika pierwszego rzedu

Do konstrukeji systemu logiki pierwszego rzedu podamy potrzebne nam sym-
bole, ktore beda pelni¢ role podobna do alfabetu, a nastepnie reguty tworzenia
,hapisow”: termow oraz formul.

Dla danego jezyka L bedziemy uzywac¢ nastepujacych symboli do jego opisu:

. Symbole logiczne: A, V,—,V, 4, =.

. Symbole zmiennych: x, y, z,..., x1, X2, x3,... (W przeliczalnej liczbie).
. Symbole pozalogiczne, czyli symbole z jezyka L.

. Symbole pomocnicze, czyli nawiasy oraz przecinek.

Uwaga: W logice pierwszego rzedu wszystkie state i zmienne sa tego samego
typu. Dla przyktadu w teorii mnogoéci nie rozrézniamy miedzy obiektami-zbiorami
a obiektami-elementami. Kazdy zbiér moze by¢ elementem innego zbioru, a kazdy
element zbioru sam jest zbiorem.

Uwaga: Symbol relacji ,,=" bedzie traktowany jako symbol logiczny. Odno-
tujmy, ze implikacje oraz rownowaznos$¢ mozna zapisa¢ przy pomocy pozostatych
symboli logicznych, dlatego nie ma ich na liscie.

Zdefiniujemy teraz pojecie termu. O termie mozemy mysleé¢ jako o ,wartosci
funkcji”, ale dopiero wtedy, gdy bedziemy mieli dang interpretacje odpowiednich
symboli.

= W DN

definicja 2.1. Zbiorem termow jezyka L nazywamy skoriczone ciggi symboli po-
wstate w nastepujgcy sposob:

1. Kazdy symbol statej C' € Consty, jest termem.

2. Kazdy symbol zmiennej x jest termem.
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3. Jesli dany jest symbol funkcyny F € Funp argumentowosci n oraz termy
t1, ... tn, to F(ty,...,t,) tez jest termem,.

4. Tylko te ciggr symboli, ktore powstaty w skoriczeniu wiele krokach z powyzszych
requt sq termamsi jezyka L.

79

Przyktadami terméw sa: ,,1 4+ 27, ,arccos x”, ,,0”, ,x”, ....
Uwaga: Dla symboli funkcji dwuargumentowych czesto stosuje sie zapis infik-
sowy, np. piszemy 1 + 2 zamiast +(1,2).

definicja 2.2. Termem statym nazywamy term niezawierajgcy symboli zmiennych.

Podamy teraz definicje formuty. O formutach mozemy mysle¢ jako o relacjach,
ktore zachodza (lub nie) pomiedzy termami, ale znéw dopiero wtedy, gdy bedziemy
mieli interpretacje odpowiednich symboli.

definicja 2.3. Formutq atomiczng jezyka L nazywamy kazdy skonczony cigg zna-
kow postaci:

ty = to, gdzie t; oraz ty sq termami L,

R(ty,...,t,), gdzie R jest symbolem relacyjnym argumentowoscin, a ty,..., t, sq
termamsi L.

definicja 2.4. Zbiorem formul jezyka L (ozn. Formp ) nazywamy zbidr otrzymany

w nastepujgcy sposob:

1. Kazda formuta atomiczna L jest formutq L,

2. Kazdy cigg symboli postaci o N, oV Y, ¢, Vo @, dx ¢ jest formutq L, gdzie
v 1Y sg formutami jezyka L, a x jest dowolnym symbolem zmienney,

3. Tylko te ciggi symboli, ktore powstaly w skoriczeniu wiele krokach z powyzszych
requt sq formutami jezyka L.

definicja 2.5. Podformutq formuty ¢ jezyka L nazywamy kazdg formute, ktora
postuzyta do skonstruowania formuty ¢ wtgcznie z samqg .

definicja 2.6. Mowimy, ze zmienna x jest wolna w termie @, jesl wystepuje w
termie o @ nie jest zwigzana w ¢ kwantyfikatorem Vx, ani Jx. Zmienne, ktore
wystepujg w formule @, ale nie sqg wolne, nazywamy zwigzanymi. Jesli xq,... sq
zmiennymi wolnymi formuly o, to przez ¢(yi,...) oznaczamy formute powstatq
przez zastgpienie (xy,...) przez (y1,...).

definicja 2.7. Zdaniem nazywamy formute bez zmiennych wolnych. Zbior zdan
jezyka L oznaczamy przez Senty.

Poréwnaj z definicja zdania jako ,obiektu” prawdziwego lub nie.



3. Teoria dowodu

W tym rozdziale oméwimy formalnie pojecie dowodu w systemie formalnym.
Dzieki wprowadzonym pojeciom mozemy uzyskaé¢ system aksjomatyczny. Rozni
sie tym od systemu ,potaksjomatycznego” tym, ze mamy S$cisle zdefiniowane nie
tylko aksjomaty danej teorii, ale takze Scisle zdefiniowane reguty wnioskowania,
czyli tego, w jaki sposob uzyskujemy nowe twierdzenia z aksjomatow i poprzednio
udowodnionych twierdzeri. Przyktadem teorii potaksjomatycznej jest np. geometria
Euklidesa.

definicja 3.1. Systemem formalnym nazywamy zbior S = (L, A, B, %), gdzie

1. L jest pewnym jezykiem.

2. A jest zbiorem aksjomatow logicznych.

3. B jest zbiorem requl wnioskowania.

4. X jest pewnym zbiorem zdan jezyka L, a jego elementy nazywamy aksjomatams
systemu S.

Zdefiniujemy teraz formalnie pojecie dowodu. Ponizsza definicje mozemy zobra-
zowaé w taki sposob, ze twierdzenie w jest dowodzone z aksjomatow lub poprzednio
udowodnionych twierdzen.

definicja 3.2. Dowodem formalnym lub po prostu dowodem zdania w ze zbioru

zdan ¥ nazywamy skonczony ciqg zdan wy, ..., w, = z, taki zZe dla kazdego i < n
zdanie w; jest aksjomatem systemu formalnego, elementem 3. lub istniejq liczby
Ji,---Jk < 1, takie Ze w; mozna uzyskac z wj,, ..., w; za pomocq jednej z requt

wnioskowania.
Najwazniejsza z regul wnioskowania jest modus ponens, ktory mowi o tym, ze
jesli mamy implikacje i poprzednik implikacji jest prawdziwy, to mozemy wywnio-

skowaé nastepnik implikacji.

12
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definicja 3.3. Modus ponens (lub requta odrywania) to nastepujqca requta wnio-
skowania, jesli p = q oraz p, to wnioskujemy q.

Uwaga: dla uproszczenia zwykle czesto zaktada sie, ze jedyna reguta wniosko-
wania jest modus ponens.

definicja 3.4. Jesli istnieje dowdd zdania w ze zbioru zdan X, to mowimy, ze w
jest konsekwencjq logiczng zbioru X @ piszemy X F w.

definicja 3.5. Jesli zdanie w posiada dowdd w systemie S, to w nazywamy twier-
dzeniem systemu S.

definicja 3.6. Domknieciem dedukcyjnym lub zbiorem konsekwencyi logicznych
zbioru zdan ¥ nazywamy zbior Cong(Z) = {w € Senty: ¥ F w}.

definicja 3.7. Mowimy, ze zbior zdan % jest dedukcyjnie domkniety, jesl
Cong(¥) =X.

definicja 3.8. Mowimy, Ze zbior zdan X jest sprzeczny, jesli istnieje zdanie @ €
Senty, takie ze X F ¢ oraz X F —p. W przeciwnym przypadku mowimy, ze X jest
niesprzecziny.

definicja 3.9. Mowimy, zZe zdanie ¢ jest niczalezne od zbioru zdan 33, jesli ¥ H# ¢
oraz X B —p.

Najbardziej znanym zdaniem niezaleznym od standardowych aksjomatow teorii
mnogosci jest hipoteza continuum, ktéra moéowi o tym, ze nie ma zbioréw o mocy
posredniej miedzy moca zbioru liczb naturalnych a moca zbioru liczb rzeczywi-
stych.

Twierdzenie 3.10. Jesli zdanie ¢ jest niezalezne od zbioru zdan X, to zaréowno
Y UA{e} jak i XU {—p} sq niesprzeczne. |

Twierdzenie 3.11 (Malcew 1936, o zwartosci). Zbior zdan X jest niesprzeczny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy jego skoriczony podzbior jest niesprzeczny.

dowod. Implikacja w prawo jest oczywista, bo dowod sprzecznosci w podzbiorze
Y zbioru X jest tez dowodem w X. Zalozmy wiec dla dowodu nie wprost, ze zbior
jest sprzeczny i niech wy, ..., w, bedzie dowodem zdania ¢V —p w ¥ dla pewnego
@ € Sentr. Wowcezas dowod wy, ..., w, jest skoniczony, wiec znajduje sie w nim
tylko skoriczona liczba zdan z ¥. Oznaczmy go przez 3. Wowcezas wy, ..., w, jest
takze dowodem zdania ¢ V —p w ¥ oraz X' jest skoriczone. |
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definicja 3.12. Zbior zdan jednoczesnie niesprzeczny i dedukcyjnie domkniety na-
ywamy teoriq.

definicja 3.13. Mowimy, zZe zbior zdan ¥ jest zupetny, jesli dla kazdego zdania
p € Senty, zachodzi ¥ F ¢ lub X F —¢p.



4. Teoria modeli

Teoria modeli jest dziatem matematyki zajmujacym sie zwigzkiem miedzy sktad-
nig jezyka, a jego znaczeniem, czyli semantyka. Na razie poznaliSmy sposoby two-
rzenia ,sensownych” napisow w logice pierwszego rzedu. W kolejnym rozdziale
podamy w jaki spos6b mozemy powiazaé sktadnie, formuty czy termy z ich zna-
czeniem w danym kontekscie matematycznym.

4.1. Modele

definicja 4.1. Niech M, 1, J, K bedq zbiorami parami roztacznymi. Ponadto niech
M # 0. Strukturg nazywamy zbior

M = <M7 {fi}ie[, {Cj}jeJ, {'rk}reK>7 gdzie:

. M nazywamy zbiorem podktadowym lub uniwersum struktury M.

. Kazde f; jest odwzorowaniem f;: M*D — M zwanym funkcja pierwotnag struk-
tury M, a liczbe a(i) € N nazywamy arnosciq (argumentowosciq) funkcji f;.
Kazde c; jest elementem M zwanym statq struktury M.

4. Kazde ry, jest relacjg ri, € M%) zwang relacjg pierwotng struktury M, a liczbe
a(k) € N nazywamy arnosciq lub argumentowosciq relacji ry.

N —

@

Przyktadami modeli sa (N, 0, 1,4+, ), (R, 1, <). Kazda grupa, pierscien czy ciato
rowniez sa modelami. Podobnie modelami sg grafy, gdzie zbior krawedzi bedziemy
interpretowaé jako pewna dwuargumentowa relacje, ktora jest przeciwzwrotna i
symetryczna.

W celu powiazania modeli z jezykami przydatne bedzie pojecie L-struktury.

definicja 4.2. Strukturg jezyka L lub L-strukturg nazywamy zbior
M - (M7 {FM}FEFU,TLL7 {CM}CGCOnstL7 {RM}RGRelL)a gdZie:

15
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1. M jest niepustym zbiorem bedgcym uniwersum L-struktury M.

2. Kazdemu symbolowi funkcymemu F € Funyp przypisujemy funkcje pierwotng
FM: M) 5 M struktury M zwang interpretacjg symbolu F w M.

3. Kazdemu symbolowi statej C' € Consty, prazypisujemy statq pierwotng CM € M
struktury M zwang interpretacja symbolu F w M.

4. Kazdemu symbolow: relacyjnemu R € Rely, przypisujemy relacje pierwotng
RM C M@ struktury M zwang interpretacjg symbolu R w M.

W teorii grafow przez |G| oznaczaliSmy nie tyle moc grafu jako zbioru, bo
graf jako para ma zawsze 2 elementy, ale moc jego zbioru wierzchotkow, a wiec w
jezyku teorii modeli - uniwersum grafu. Podobna konwencja dotyczy takze innych
struktur.

definicja 4.3. Mocq struktury M nazywamy moc jej uniwersum i oznaczamy jq
przez |[M|.

Gdy dla jezyka L mamy dana jego strukture M, to mozemy nadaé¢ termom i
formulom tego znaczenie w naturalny sposéb. Mozemy wowczas moéwic o wartosci
logicznej zdan, czyli temu czy sa prawdziwe w strukturze M czy tez sa falszywe.

definicja 4.4. Zbior zdan prawdziwych w strukturze M nazywamy teorig struktury
M i oznaczamy jg przez Th(M).

definicja 4.5. Niech ¥ bedzie zbiorem pewnych zdan jezyka L (zbiorem aksjoma-
tow). Mowimy, Ze struktura M jest modelem zbioru zdan X, jesli ¥ C Th(M).

definicja 4.6. Mowimy, ze zbior zdan X jest niesprzeczny semantycznie, jesli po-
stada model.

Bardzo waznym pojeciem w matematyce sa pojecia homomorfizmu oraz izo-
morfizmu, ktére w szczegdlnych wersjach poznaliScie miedzy innymi na algebrze
czy teorii grafow. Podamy teraz ich ogdlniejsza forme.

definicja 4.7. Niech M oraz N bedq L-strukturami. Wowczas odwzorowanie h: M —
N nazywamy homomorfizmem z M do N, gdy spetnione sq nastepujgce warunki:
1. Dla kazdego symbolu statej C' mamy h(CM) = OV,

2. Dla kazdego symbolu funkcyjnego F arnosci n oraz aq,...,a, € M mamy
h(FM(ay, ... a,)) = FN(h(ay),. .., h(an)).
3. Dla kazdego symbolu relacyjnego R arnosci n oraz ay,...,a, € M, z faktu, zZe

(a1,...,a,) € RM, wynika (h(ai), ..., h(a,)) € RV.

definicja 4.8. Mdéwimy, ze homomorfizm z M do N jest izomorfizmem, jesli jego
funkcja odwrotna jest homomorfizmem z N do M. Ponadto, izomorfizm z M do
M nazywamy automorfizmem struktury M.



5. Arytmetyka Peana

Za przyktad zastosowania logiki pierwszego rzedu postuzy nam arytmetyka
liczb naturalnych pochodzaca od Peana.
5.1. Aksjomaty Peana

definicja 5.1. Niech L = {+,-,0,1,<}. Arytmetykq Peana (pierwszego rzedu) (w
skrocie PA) nazywamy nastepujgcy zbior aksjomatow:

1. Ve x+1#0,

2. Vx 0 <z,

3. Vz (z=0)V—(x <0),

4. Vx z+ 0=z,

5. Vx xz-0=0,

6. VaVyz+(y+1)=(r+y) +1,
7. VeVyx-(y+1)=z-y+u=,

8. Ve Vy (x+1=y+1)=z=y,

9. VaVy (y<z+1) e (y<aVy=x+1),

10. Vo Vy (r+1<y) & (x<yAz#y),

oraz nastepujgcy schemat aksjomatow indukcji mowigey o tym, ze dla kazdej for-
muty p(x1,...,%,,Yy) jezyka L mamy aksjomat postaci:

V... Vo, [(p(z1,. .., T, 0)A
Yy (e(x1, .. 20, y) = (O(1, .. xn,y + 1)) = Yy (1, ..., 20, 9)].
Pytanie: ile mamy aksjomatow w arytmetyce Peano?
Uwaga, wazne: schemat aksjomatéw indukeji nie jest pojedynczym aksjoma-

tem. Dla kazdej formuty mamy osobny aksjomat! Dlatego tez méwimy o schemacie
aksjomatow indukeji, a nie o aksjomacie indukcji.
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Uwaga: Istotne jest, ze zbior aksjomatow w arytmetyce Peano jest nie tylko
przeliczalny, ale i rekurencyjnie przeliczalny, czyli "prosty"w sensie obliczalnosci
(pojecie rekurencyjnej przeliczalnosci poznamy przy okazji omawiania maszyn Tu-
ringa).

Na gruncie aksjomatyki Peano (i silniejszych systemach) da sie zdefiniowaé
zdanie mowiagce o tym, ze zbior zdan X jest niesprzeczny, oznaczamy je przez
Con(3). Dokladniej, w aksjomatyce Peano da sie ponumerowaé¢ dowody (a jest ich
przeliczalna liczba) oraz zdania i wyrazi¢ formalnie zdania ,, A jest dowodem zdania
B” oraz istnieje dowoéd A zdania B”. W szczegélnosci mozna wyrazi¢ formalnie
zdanie ,jistnieje dowdd A zdania ,,0 = 1””. To zdanie nazywamy wlasnie Con().

5.2. Twierdzenie Goodsteina

Arytmetyka Peana jest w pewnym sensie ,dziurawa” w tym sensie, ze istniejg
twierdzenia w teorii mnogosci, ktore mozna wyrazi¢ w jezyku arytmetyki Peana, ale
nie mozna ich udowodnié¢ za pomoca aksjomatéw Peana. Pierwszym przyktadem
takiego twierdzenia jest twierdzenie udowodnione przez Goodsteina w 1944 roku.
Opiszemy ponizej jego tre$¢ wraz z przyktadem:

Wybieramy pewna liczbe naturalna k. Zapisujemy k uzywajac tylko dodawania
i naturalnych poteg liczby 2. Dla przyktadu zacznijmy od liczby 11, ktoéra bedzie
pierwszym wyrazem (G, pewnego ciagu:

Go = 11 = 22+2° 1 o1 1 90,

Nastepnie zmieniamy wszedzie wystapienia liczby 2 na 3 i odejmujemy od otrzy-
manej liczby 1, a nastepnie zapisujemy nowo otrzymang liczbe w sposéb podobny
jak wczesniej, ale uzywajac tylko poteg liczby 3, otrzymujac kolejny wyraz G,
ciagu.

Gy =3 131 13 —1=3"" 1 31 = 1027.
Powtarzamy powyzsza procedure az nie dostaniemy liczby 0.

Twierdzenie 5.2 (Goodsteina 1944). Dla kazdej liczby naturalnej powyzej opisany
ciqg osiqga liczbe 0. |

Paris i Kirby w 1982 roku udowodnili, ze powyzszego twierdzenia nie da sie do-
wies¢ na gruncie arytmetyki Peana, mimo iz jest ,intuicyjnie prawdziwe”. Dlatego
nawet, gdy zajmujemy sie tylko liczbami naturalnymi potrzebna bedzie silniejsza
aksjomatyka.
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5.3. Logiki wyzszych rzedéw

Dotychczas mieliSmy do czynienia z logika pierwszego rzedu (rachunkiem predy-
katow). Istnieja jednak inne ,logiki”. Najwazniejszym z rozszerzeni logiki pierwszego
rzedu jest logika drugiego rzedu. W logice pierwszego rzedu mogliémy kwantyfiko-
waé po zmiennych, ale nie mogliémy kwantyfikowaé¢ po zbiorach, ani po formutach
logicznych. W logice drugiego rzedu mamy dwa rodzaje zmiennych oraz statych:
x - element oraz X - zbior. Mamy tez dodatkowy symbol €. Zmiennych i statych
obu typoéw nie mozna ze soba mieszaé tj. termowi odpowiada albo element, albo
zbior. Wprowadza sie tez dodatkowe aksjomaty logiczne (ktoérych nie bedziemy
podawac). Logika drugiego rzedu pozwala nam wyrazi¢ w postaci zdan to, co bylo
nieosiggalne w logice pierwszego rzedu. Dla przyktadu, aby otrzymac z arytmetyki
Peano pierwszego rzedu silniejszg arytmetyke Peano drugiego rzedu nalezy zastapic¢
schemat aksjomatow indukcji przez pojedynczy aksjomat indukcji:

VAODeAN(ze A= (z+1) e A)=>VyyecA).

Latwo sprawdzi¢, ze powyzszy aksjomat indukcji implikuje schemat aksjoma-
tow indukcji pierwszego rzedu. Zwroémy uwage, ze arytmetyka Peano drugiego
rzedu bedaca rozszerzeniem arytmetyki Peano pierwszego rzedu ma skoriczenie
wiele aksjomatow. Pokazuje to wieksza moc ekspresywna logiki drugiego rzedu.

Poza logika drugiego rzedu istnieja jeszcze logiki wyzszych rzedow. W logice
trzeciego rzedu mozemy mowi¢ o zbiorach zbioréow, w logice czwartego rzedu o
zbiorach zbioréw zbioréw, itd.



6. Aksjomatyczna teoria mnogosci

Wspotczesna matematyka opiera si¢ na logice i teorii mnogosci. W pierwszym
semestrze uczyli sie Panstwo o tzw. naiwnej teorii mnogoéci. Jest to teoria zbiorow
bez formalnie zdefiniowanych aksjomatow. Potrzebe aksjomatyzacji teorii mnogo-
sci dobrze wyjasnia sformutowany w 1901 roku paradoks Russela. Jest on znany w
nastepujacej opisowej formie (paradoksu golibrody) pochodzacej z ksiazki ,,Pi razy
drzwi” autorstwa Barrowa:

,Cyrulik sewilski goli w Sewilli wszystkich tych i tylko tych, ktorzy nie golg sie
sami. Czy cyrulik goli sie sam?”.

Jesli cyrulik goli sam siebie, to nie moze sam sie goli¢. Jesli cyrulik nie goli
siebie, to musi sam sie goli¢. Dochodzimy wiec do sprzecznosci. W jezyku teorii
mnogosci paradoks Russela przyjmuje nastepujaca forme X = {z : x ¢ X}. Ana-
logicznie jak wczedniej, jesli x nalezy do X, to X nie nalezy do X, a jesli X nie
nalezy do X, to X nalezy do X.

Naiwna teoria mnogosci prowadzi wiec do sprzecznosci. Potrzebujemy zatem
bardziej restrykcyjnej wersji teorii mnogosci, ktora z jednej strony bedzie pozwa-
lata na mozliwie ,najbogatsza” matematyke, a z drugiej strony pozwoli uniknaé
sprzecznosci jak tej z paradoksu Russela.

W tym rozdziale poznamy wspoltczesna wersje teorii mnogosci, ktora opiera sie
na aksjomatach Zermela-Fraenkla-Skolema (ZFC). Pierwotna wersja aksjomatow
Zermela powstata jako zbior aksjomatow, ktore zostaly przez niego uzyte w dowo-
dzie twierdzenia o tym, ze kazdy zbiér da sie dobrze uporzadkowaé¢. Aksjomatyka
ta zostala nastepnie zmodyfikowana miedzy innymi przez Skolema, Fraenkla i von
Neumanna. Aksjomatyke ZFC mozemy wyrazi¢ w logice pierwszego rzedu. Zgod-
nie z tym w ZFC istnieja obiekty tylko jednego typu (zbiory). Kazdy wiec obiekt,
ktory sie pojawia jest zbiorem. Nie rozrézniamy wiec miedzy zbiorami, a elemen-
tami. Do jezyka aksjomatyki ZFC nalezy tylko jeden symbol €, ktéry odpowiada
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dwuargumentowej relacji nalezenia. Aksjomatyka ZFC opiera sie na nastepujacych
aksjomatach:

I Aksjomat ekstensjonalnosci,

11 Aksjomat pary,

IIT  Aksjomat sumy,

IV~ Aksjomat zbioru potegowego,

\% Aksjomat nieskonczonosci,

VI  Aksjomat regularnosci,

VII Schemat aksjomatow rozdzielania,
VIII Schemat aksjomatéw zastepowania,
IX  Aksjomat wyboru (AC).

Omoéwimy teraz pokrotee kazdy z nich.

I Aksjomat ekstensjonalnosci méwi o tym, ze dwa zbiory sg sobie réwne wtedy
i tylko wtedy, gdy maja doktadnie te same elementy. Oznacza to, ze kazdy zbior
jest w sposob jednoznaczny wyznaczony przez wszystkie zawierajace go elementy.
7 aksjomatu ekstensjonalnosci wynika w szczegdlnosci, ze dla dowolnych zbioréw
A, B, jesi A C Boraz B C A, to A = B, gdzie X C Y oznacza, ze kazdy
element zbioru X jest elementem zbioru Y. Symbol C stuzy wiec tylko do krotszego
zapisu i nie potrzebujemy go dodawa¢ do jezyka teorii mnogosci. Z aksjomatu
ekstensjonalnosci wynika takze, ze istnieje co najwyzej jeden zbiér pusty. To, ze
co najmniej jeden zbior pusty istnieje bedzie wynika¢ z innych aksjomatow.

Ekstensjonalnos¢ jest przeciwienstwem intencjonalnoéci. W systemie intencjo-
nalnym dwa zbiory o tych samych elementach mogltyby si¢ od siebie r6znié¢, jesli
bytyby inaczej zdefiniowane. Dla przyktadu zbior liczb naturalnych oraz zbiér tych
liczb catkowitych, ktore sa wicksze lub réwne od zera, moglyby by¢, chociaz nie
musiatyby by¢, innymi zbiorami, poniewaz sa inaczej zdefiniowane (inna byta in-
tencja).

Aksjomat ekstensjonalnosci moze wydawaé sie aksjomatem zubozajacym teo-
rie, poniewaz nie dopuszczamy istnienia nieekstensjonalnych zbioréw. Nie jest to
jednak istotne ograniczenie z punktu widzenia matematyki. Dotyczy to zaréwno
teorii mnogosci, jak i pozostalych dzialow matematyki. W teoriach ekstensjonal-
nych nie mozemy wprawdzie uzyska¢ dwoch zbioréw o doktadnie tych samych
elementach, ale mozemy stworzy¢ ,kopie” dowolnego niepustego (wazne!) zbioru,
ktora bedzie miata analogiczne pozadane przez nas wlasnosci (np. algebraiczne,
teoriografowe czy porzadkowe). Dla przyktadu mozemy skonstruowac tyle kopii
grafu K, ile bysmy chcieli.

Dodajmy jeszcze, ze aksjomat ekstensjonalnosci jest niezalezny od pozostalych
aksjomatow ZFC.

IT Aksjomat pary moéwi o tym, ze jesli mamy dwa zbiory x i y, to istnieje zbior
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Z, ktorego elementami sa doktadnie z i y. Zbiér Z nazywamy para (nieuporzad-
kowana) 1 oznaczamy go przez {z,y}. Zwré¢my uwage, ze w aksjomacie pary nie
zaktadamy, ze zbiory x i y sa od siebie rézne. Réwniez w definicji pary nie ma
takiego zatozenia. Oznacza to, ze zbior Z, ktérego jedynymi elementami sa zbiory
x oraz x, czyli Z = {x, x} rbwniez jest para, chociaz ma tylko jeden element! Zbior
Z = {x,x} oznaczamy przez Z = {x} i nazywamy go singletonem zbioru x. Aksjo-
mat pary pozwala nam takze na zdefiniowanie pary uporzadkowanej. Niech a oraz
b beda dowolnymi zbiorami. Wowczas zbior {a,{a,b}} nazywamy para uporzad-
kowana o elementach a i b i oznaczamy ja przez (a, b). Powyzsza definicja pochodzi
od Kuratowskiego. Czasami uzywane sg takze inne definicje pary uporzadkowanej,
z ktorych najwazniejsza jest para w sensie Morse’a-Kelleya szczegolnie przydatna,
gdy mamy do czynienia z teorig klas (ogolniejsza niz teoria zbiorow). Najwaz-
niejsze wlasnosci, ktore powinna spetniaé para uporzadkowane sa nastepujace. Po
pierwsze para uporzadkowana powinna by¢ mozliwa do utworzenia dla dowolnych
i niekoniecznie réoznych elementéw a i b. Po drugie musi zachodzi¢ wlasnosé: dla
kazdych a,b, ¢, d mamy (a,b) = (c,d) wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ oraz b = d.
Jak najprosciej zdefiniowa¢ k-krotki uporzadkowane?

IIT Aksjomat sumy moéwi o tym, ze dla dowolnej rodziny A istnieje zbior Y,
ktorego elementami sa dokladnie te zbiory a, takie ze a € A € A dla pewnego
A € A. Innymi stowy zbior Y sktada sie z tych zbioréw, ktére nalezg do pewnego
zbioru z rodziny A. Zbior Y, ktérego istnienie zapewnia nam aksjomat, nazywamy
suma zbioru A i oznaczamy go przez Y = | A.

IV Aksjomat zbioru potegowego moéwi o tym, ze dla zbioru X istnieje zbior
P(X), ktorego elementami sa doktadnie wszystkie podzbiory X. Zbior P(X) na-
zywamy zbiorem potegowym zbioru X. Zwroémy uwage, ze sam aksjomat zbioru
potegowego nie mowi nam nic o postaci podzbioréw X, ani nawet o ich istnieniu.
Do tego beda nam potrzebne inne aksjomaty.

V Aksjomat nieskoriczonosci mowi o tym, ze istnieje zbiér nieskoriczony. Ak-
sjomat moze byé¢ on wyrazony w réznej postaci. Zapewne najpopularniejsza forma
tego aksjomatu jest postulowanie istnienia zbioru S, do ktorego nalezy zbiér pusty
oraz jesli z nalezy do zbioru S, to x U {z} réwniez nalezy do zbioru S. Zbior
S o tej wlasnosci nazywamy zbiorem induktywnym. Dla nas najwygodniej bedzie
przyjac, ze aksjomat nieskoriczonosci postuluje istnienie zbioru liczb naturalnych,
ktory formalnie zdefiniujemy w czesci poswieconej liczbom porzadkowym.

VI Aksjomat regularnosci moéowi o tym, ze w kazdym niepustym zbiorze X
istnieje element minimalny ze wzgledu na € (traktowanej jako relacja silnego cze-
Sciowego porzadku na zbiorze X. Dokladniej moéwi on, ze dla kazdego niepustego
zbioru X istnieje jego element z, taki ze jesli u € X, to u ¢ 2. Jedna z konse-
kwencji aksjomatu regularnosci jest to, ze dla kazdego zbioru X mamy X ¢ X.
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W teorii, ktora zawiera aksjomat wyboru (o ktérym bedzie mowa dalej) aksjomat
regularno$ci mozna sformutowaé¢ w nieco bardziej intuicyjnej postaci: ,,Nie istnieje
nieskoriczony ciag (zo,...), taki ze g 3 x; 3 x2 5 .... Na ¢wiczeniach poznamy
doktadniej zastosowania aksjomatu regularnosci, jego wptyw na matematyke i to,
dlaczego znalazt si¢ wérod aksjomatow ZFC.

Aksjomat regularnosci jest niezalezny od pozostalych aksjomatow ZFC.

VII Aksjomat rozdzielania, zwany takze aksjomatem podzbioréw lub aksjoma-
tem wycinania, dla formuly pierwszego rzedu ¢ méwi o tym, ze dla kazdego zbioru
Y istnieje zbiér Z doktadnie tych elementéw zbioru Y, ktére maja wtasnosé ¢,
czyli Z ={y € Y : ¢(z)}. Mowimy o schemacie aksjomatow rozdzielania dlatego,
ze w logice pierwszego rzedu nie mozemy kwantyfikowaé¢ po formutach logicznych,
wiec dla kazdej formuty logicznej mamy osobny aksjomat rozdzielania.

W naiwnej teorii mnogosci zbiory definiowane byly jako ogét tych elementow,
ktore spetniaja jakas formute, czyli Z = {x : p(z)}. Jest to tak zwany aksjomat
nieograniczonego wycinania, ktory, jak pokazuje paradoks Russela, prowadzi do
sprzecznosci. Aksjomaty wycinania maja na celu unikniecie paradoksu Russela
przez ograniczenie si¢ jedynie do elementéw pewnego istniejacego zbioru a takze
ma nam zapewni¢ istnienie mozliwie wielu ,réznych” (w znaczeniu rozmaitych)
zbiorow. W czesci drugiej skryptu postaramy sie udzieli¢ odpowiedzi na pytanie,
czy zastapienie aksjomatow nieograniczonego wycinania przez aksjomaty wycina-
nia faktycznie pozwolito nam na unikniecie sprzecznosci w aksjomatycznej teorii
mMnogosci.

Zanim przedstawimy aksjomaty zastepowania podamy definicje formuty funk-
cyjnej. Méowimy, ze formuta ¢ jest funkcyjna, jesli dla kazdego x istnieje doktadnie
jeden y, taki ze ¢(x,y).

VIII Aksjomat zastepowania dla formuly ¢ méwi o tym, ze jesli ¢ jest funk-
cyjna, to dla kazdego A istnieje zbidr B, ktorego elementami sa doktadnie te zbiory
b, dla ktorych istnieje a € A, takie ze p(a,b). Podobnie jak dla aksjomatow roz-
dzielania mamy osobny aksjomat dla kazdej formuty. Innymi stowy schemat aksjo-
matow zastepowania mowi o tym, ze jesli funkcja jest zadana przez dziedzine oraz
formute funkcyjna (np. przez wzor funkcji), to obraz tej funkcji jest zbiorem.

Selektorem rodziny A nazywamy zbior S, taki ze dla kazdego A € A istnieje
doktadnie jeden a € A, taki ze a € S. Selektor jest tym samym, co znany ze wstepu
do matematyki dyskretnej system roznych reprezentantow. Uzywa sie takze nazwy
transwersala. Funkcja wyboru f dla rodziny A nazywamy funkcje o dziedzinie A,
ktora kazdemu zbiorowi nalezacemu do rodziny A przyporzadkowuje jej element.
Odnotujmy, ze jesli rodzina A jest rodzing zbioréw parami roztacznych, to A ma
funkcje wyboru wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje selektor rodziny A.
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IX Aksjomat wyboru méwi, ze dla kazdej rodziny zbioréw parami roztacznych
istnieje jej selektor. Rownowaznie moéwi on, ze kazda rodzina ma funkcje wyboru.
Zwroémy uwage, ze w drugiej formie aksjomatu wyboru nie ma zalozenia o tym,
ze elementy rodziny sg parami roztaczne. Jest ona wiec ,pozornie” silniejsza od
pierwszej formy, ale tylko pozornie, bo obie wersje okazuja sie sobie rownowazne.
Aksjomat wyboru oméwimy doktadniej w dalszej czesci skryptu oraz na éwicze-
niach.

Aksjomat wyboru jest niezalezny od pozostalych aksjomatéow ZFC. Teorie
otrzymang z ZFC poprzez usuniecie ze zbioru aksjomatéw aksjomatu wyboru ozna-
czamy przez ZF. To, ze dane twierdzenie jest rownowazne aksjomatowi wyboru,
nalezy rozumie¢ tak, ze sa one réwnowazne sobie na gruncie aksjomatyki ZF.

6.1. Zbiory dobrze uporzadkowane

Przypomnimy najpierw podstawows terminologie dotyczaca zbioréw czesciowo
uporzadkowanych.

Uwaga!l Przyjmujemy tutaj konwencje, ze czesciowym porzadkiem bedziemy
okreslac relacje < silnego porzadku, a nie relacje < stabego porzadku. Nieco pdzniej
wyjasnimy, dlaczego tak bedzie nam wygodnie;j.

definicja 6.1. Niech R bedzie relacjq dwuargumentowq okreslong na zbiorze X.

Wowczas:

I Jesli dla kazdego elementu v € X zachodzi xRx, to mowimy, ze relacja R
jest zwrotna.

IT  Jesh dla kazdego elementu x € X zachodzi xRz, to mowimy, ze relacja R
jest przeciwzwrotna.

IIT  Jesh dla kazdych elementow x,y € X zachodzi xRy = yRx, to mowimy, Ze
relacja R jest symetryczna.

IV Jesl dla kazdych elementow x,y € X zachodzi x Ry = —yRx, to mowimy,
ze relacja R jest antysymetryczna.

|4 Jesli dla kazdych elementow x,y,z € X zachodzi xRy N rRz = —xRZ, to
mowimy, ze relacja R jest przechodnia.

definicja 6.2. Niech < bedzie relacjq dwuargumentowqg okreslong na zbiorze X . Je-
sli < jest przechodnia, antysymetryczna i przeciwzwrotna, to < nazywamy czescio-
wym porzadkiem na X. Wowcezas pare uporzedkowang (X, <) nazywamy zbiorem
czeSciowo uporzgdkowanym. Ponadto przez < oznaczamy relacje stabego czeScio-
wego porzqdku na X skojarzonym z <. To znaczyx Ly rx<yVe=y.

definicja 6.3. Jesli w zbiorze czesciowo uporzgdkowanym (X, <) kazde dwa ele-
menty sq ze sobq porownywalne, to < nazywamy liniowym porzadkiem na X, a
(X, <) nazywamy zbiorem liniowo uporzgdkowanym. Jesli pewien podzbior Y wraz



